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К ВОПРОСУ О ДВИЖЕНИИ АРТИЛЛЕРИЙСКОГО СНАРЯДА 
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Белорусский национальный технический университет, Минск 
 
В работе приводятся результаты теоретических исследований движения артиллерийско-
го снаряда без учета и с учётом сопротивления воздуха после вылета со ствола орудия. Получен 
ряд аналитических зависимостей, характеризующих основные параметры этого движения. 
 
Задача о движении артиллерийского снаряда относится к задачам внешней 
баллистики. Не останавливаясь на вопросах внутренней баллистики, рассмотрим 
движение снаряда как тела, принимаемого за материальную точку, брошенного 
под углом к горизонту с некоторой начальной скоростью 0V . 
 
При движении  в безвоз-
душном пространстве на снаряд 
действует только сила тяжести 
mg , т.е. он движется с постоян-
ным по величине и направлению 
ускорением g  земного притяже-










Не останавливаясь на достаточно простом выводе уравнений движения сна-
ряда  по осям  х и  у, которые можно получить , составив ифференциальные урав-
нения движения на основании второго закона динамики  или из кинематических 
соображений, не применяя этот закон. Приведем эти уравнения.     






gttVy −= α           (2) 
Определение траектории снаряда 
Траекторией называется кривая линия, описываемая центром тяжести сна-
ряда в полете.  
Уравнение (1) и (2) являются параметрическими уравнениями кривой. Для 
получения уравнения траектории в координатной форме (в явном виде) исключим 
из этих уравнений время t, для чего выразим его из уравнения (1) и подставим в 






















gxxtgy .    (3) 
Полученное уравнение является уравнением траектории в явном виде и гра-
фически изображается параболой, общее уравнение которой, как известно из ма-
тематики [3], имеет вид  
,2 cbxaxy ++=           (4) 




ga ; α= tgb ; 0=c . 
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Используя уравнения (1) - (3), можно решить ряд задач по определению 
многих  характеристик движения снаряда. 
Определение времени, высоты и дальности полета 










Отсюда 001 == tt  – время начала движения; g
Vt α= sin2 02  – время полета. 












α== =        (5) 
Максимальную высоту подъема Н определим, продифференцировав уравне-
ние (2) по времени и полученное выражение приравняв нулю, т.е. в верхней точке 
траектории функция имеет  максимум или проекция скорости на ось у Vy = 0. 
.0sin под0 =−α== gtVVdt
dy
y  
Отсюда время подъема в верхнюю точку 
g
Vt α= sin0под ,           (6) 
т.е. равно половине времени 2t  полёта. 
Тогда  
2 2 2 2
0 0 0
0
sin sin sin/ sin
2 2подt t
V gV VH y V
g g g
α α αα== = ⋅ − =  .     (7) 
Значение дальности полета можно было также определить из уравнения (3) 





Vxxx =α===       (5') 
Определение угла α , при котором L имеет максимум 







dL   
Отсюда cos2α = 0 или  2α = 90°, a α = 45° ۫. 
Этот же результат получим, если в выражении (5) для L примем sin2α = 1 => 
2α = 90°, a α = 45°. 





VL =                (8) 





0=             (9) 





Vtпод =          (10) 
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Из уравнений (8) и (9) следует, что при α = 45° HL 4max = , т.е. дальность по-
лета снаряда в 4 раза больше высоты, которую он может достичь при выстреле 
под этим углом.  Максимальной высоты полета снаряд может достичь, как следу-
ет из (7), при α=90°; т.е. когда выстрел будет произведен вертикально вверх. В 





max = ,         (11) 
что в два раза больше высоты, чем при стрельбе под углом α = 45°. 
При всех прочих углах наклона ствола орудия снаряд при одной и той же 













VLL =>  
Располагая ствол орудия под различными углами α к горизонту, получим  
семейство параболических траекторий. Для их построения вычислим максималь-
ные высоты Н и максимальные дальности L полета при различных значениях уг-
лов α (табл. 1). 
Таблица 1 
 
Из таблицы видно, что одинаковые значения дальности полета имеют место 
при двух разных по величине углах α наклона ствола орудия, из которых, если 
один 1α , то второй 12 90 α−°=α , т.к. ( )α−=α 2180sin2sin  . 
Построим параболы, отложив по горизонтальной оси значения L, а по верти-
кальной оси – значения H в одном и том же масштабе (рис. 2) 

























Огибающая 8 называется параболой безопасности. Точки , лежащие за при-
делами этой параболы, не могут быть достигнуты снарядом при данной начальной 
скорости 0V  и любом угле выстрела α 
Определение угла α, при котором снаряд попадает в точку с заданными 
координатами х и у. 





1 tg ; 









gxxtgy  .        (12) 
После преобразований уравнения (12) получим квадратное уравнение отно-

















Vtg    
   (13) 



































=α .     (14) 
Таким образом, в заданную точку можно попасть, производя выстрел под 





0 ≥+− yVgxgV .        (15) 
Определение параболы безопасности   
Возможны два способа:  
Первый способ. Применим уравнение траектории полета в виде уравнения 
(12). 
Исследуем эту функцию на максимум, взяв производную по α и приравняв 



















dyf  ;  




0=α .          (16) 
При этом значении αtg  функция ( )αf  имеет максимум, т.к. вторая произ-
водная  ( )α′′f < 0 . Подставим выражение (16) в уравнение (12). 






















Vxy .       (17) 








Vy −= .            (18) 
Полученное уравнение является уравнением параболы безопасности. 








Vy −≤ . 
Превратив это выражение в равенство, получим уравнение параболы, оги-
бающей параболические траектории снаряда (рис. 2), т.е. уравнение параболы 








Vy −= .         (18') 
Определение некоторых параметров траектории снаряда при стрельбе в 
горах  
Пусть снаряд вылетает из ствола орудия, стоящего у подножия возвышенно-
сти, под углом α к горизонту со скоростью 0V . Поверхность возвышенности 







Будем считать, что на снаряд действует только сила тяжести gm . Поэтому 
траекторией снаряда будет парабола, описываемая уравнением (3), но падение 
снаряда происходит не в точке В, если бы поверхность была горизонтальная, а в 
точке А.  
Определим под каким углом нужно произвести выстрел, чтобы дальность 
полёта вдоль линии ОА была максимальной. 
Запишем уравнение прямой ОА, являющейся проекцией поверхности на вер-
тикальную плоскость ху . 
β= xtgy .         (19) 
В точке А падения снаряда ординаты у, определяемые из уравнений (3) и 






gxxtgxtg .        (20) 









Vtgtgx .   (21) 
Для определения угла α, при котором дальность полета будет наибольшей, 








.     (22) 











=α          (23) 
Таким образом, для получения максимальной дальности полёта снаряда, вы-
стрел необходимо производить не под углом °=α 45 , как это имеет место при 
падении снаряда на горизонтальную поверхность, а к этому значению угла нужно 
прибавить половину угла наклона поверхности , на которую падает снаряд. 
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=α  для которого дальность полёта снаряда 
максимальная, определим время подъёма на максимальную высоту над уровнем 
горизонта и максимальную высоту подъёма Н, используя ранее полученные фор-
























































                                  
(25) 
При β = 0, подt  и Н имеют такие же значения, как и определяемые по фор-











=α , найдём координаты точки А (точки пересе-
чения траектории снаряда и наклонной поверхности , т.е. точки падения снаряда). 














































































                                                                                     
(26) 
Для определения координаты Ay  воспользуемся уравнением (3) траектории, 














































































VyA                                                                                     (27) 
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Дальность полёта до точки А по наклонной плоскости получим из условия, 
что в точке падения с другой стороны .cosβ= OAxA  Тогда с использованием фор-











VOA                                                                                             (28) 
Определение уравнений движения снаряда с учётом сопротивления воз-
духа 
Снаряд при полёте в воздухе подвергается действию двух сил: cилы тяжести 
и силы сопротивления (эффект Мангуса не учитываем). В результате действия 
этих сил скорость полёта снаряда постепенно уменьшается, а его траектория 
представляет собой по форме неравномерно изогнутую плавную кривую линию. 
Следует заметить, что действие силы сопротивления воздуха на полёт сна-
ряда очень велико и значительно уменьшает скорость и дальность полёта. Напри-
мер, снаряд при угле бросания °=α 15  и начальной скорости см8000 =V  в 
безвоздушном пространстве пролетел бы на расстояние 32620 м, а дальность по-
лёта этого снаряда при тех же условиях, но при наличии сопротивления воздуха 
составляет всего лишь 3900 м [1]. 
Рассмотрим движение снаряда весом Р, которому сообщена начальная ско-





Составим дифференциальные уравнения движения в декартовых осях: 
;cos 1α−= Rxm   
1sinα−−= RPym  , 
где 
g
Pm = ,   
V
Vx=α1cos ,   V










y y= . 











+−= .  
 (30) 
Проинтегрируем дважды каждое из этих уравнений. Рассмотрим интегриро-





























−α=   
 (31) 
Так как kgtx eVdt
dxV −⋅α== cos0 , то разделив переменные и проинтегри-











αα    
 (32) 














=>+−=       
  
 Для определения закона изменения проекции скорости yV  на ось у, будем 
рассматривать изменение yV  от αsin00 VV y =  до некоторого значения yV , а вре-
мя – от 0 до некоторого текущего значения t. 
Тогда .)1ln(
1



























 += −α   
 (33) 
Закон движения по оси у найдём, заменив 
0 0
0 0




dy t dtV V e y V e dt
dt k k k k
α α− −   = = + − => = + ⋅ −   
   ∫ ∫  . 
После преобразований получим: 






 +α= −   
 (34) 
Определение траектории снаряда . 
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Найдём уравнение траектории снаряда в явном виде. Для этого исключим из 





kgxe kgt =− −  
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.                                                
 (35) 
Сравнивая уравнения траекторий снаряда без  учёта сопротивления (3) с по-
лученным уравнением (35) видим, что совпадает только первое слагаемое этих 
уравнений. 
           Найдём приближённое уравнение траектории снаряда  без учета  со-












 уравнения (35) в ряд Тей-















































































gkf −=  
Подставим полученные значения в разложение  функции )(xf в ряд Тейло-






























































gxxtgy −−=                                                            (38)               
           Полученное уравнение отличается от уравнения (3) траектории снаря-
да при движении в безвоздушном пространстве наличием третьего слагаемого, а 
первые два совпадают точно. Это указывает на то, что при наличии сопротивле-
ния траектория на начальном участке близка к параболе, а затем при увеличении 
координаты  х значение координаты у будет резко уменьшаться, т.е. восходящая и 
нисходящая ветви параболы не будут симметричны. Такая траектория называется 
баллистической кривой. 
Определение максимальной  высоты  Н  подъёма, дальности S и време-
ни Т  полёта снаряда до наивысшей точки    
Найдём время Т движения снаряда до наивысшей точки траектории. В этой 










VV kgty α ;   
отсюда   
)1sinln(1 0 +α= kVkg
T .                                                                                 (39) 
  
  
Для определения дальности полёта S снаряда вдоль оси х до наивысшей точ-

































           
(40)
              
 
Для определения максимальной высоты подъёма Н подставим в уравнение 


































Проведя дальнейшие преобразования, получим: 
)].1sinln(1sin[1 00 +α−α= kVk
V
kg
H        (41) 
  
Значения S и H можно также получить, исследовав уравнение траектории 
(35) )(xfy =  на максимум. Для этого нужно найти производную 
dx
dy  и прирав-
нять  нулю. Из полученного уравнения выразить значение х, для которого у будет 


























































VSx                  (40') 





















































                           
(42) 
После несложных преобразований выражения (42) получим: 








что совпадает с полученным выше выражением (41). 
Высоту подъёма можно также определить, если дифференциальное уравне-
ние движения снаряда по оси у представить в виде: 








dV yyy =  и после разде-
ления переменных проинтегрировать в пределах yV  от αsin0V  до нуля, а у от 
нуля до Н. 
Приближённо всю дальность полёта снаряда можно определить, решив ку-

























gtgx                                                    (43) 
Отсюда 01 =x соответствует началу полёта. Решив квадратное уравнение, 
стоящее в скобках формулы (43) и учитывая, что дальность полёта не может быть 
отрицательной, получим второй корень: 



















                                  
(44) 
Определение угла α, при котором дальность полёта будет максималь-
ной 
Для определения значения угла α, при котором дальность полёта S до мо-
мента достижения максимальной высоты будет наибольшей, исследуем уравнение 
(40), в котором угол α будем считать переменным, т.е. функцию ( )α= fS , на мак-
симум. Найдём производную 
αd
dS
, приравняем её нулю и из полученного уравне-





















или                  
( ) 02sincos1sin2cos2 00 =αα−+αα kVkV .    (45) 
Дальнейшие преобразования уравнения (45) приводят к кубическому урав-
нению: 









                                                                        
(46)
 Решение этого уравнения возможно с использованием формулы Кардана[4]. 
Преобразуем уравнение (46), для чего сделаем замену:  









=−  получим исходное уравнение вида: 
023 =++ trxx  .                                                                                              (47) 
Примем k = 0,004; см8000 =V ; тогда .3125,0;625,0 −== tr  
Преобразуем уравнение (47) к приведенному виду 
,03 =++ qpyy            (48) 
для чего делаем замену 
3











где  .294416.0;130208.0 −=−= qp . 
Тогда уравнение (48) принимает вид: 
0294416.013028.03 =−− yy .                                                                     (49) 
















































qpD      
Корни уравнения 2y  и 3y  не подходят по смыслу задачи, т.к. являются ком-
















 −=D ; 
665044.00215884.0
2
294416.03 =+=u ; 
065265.00215884.0
2
294416.03 =−=v . 
Тогда корень уравнения (49) 
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770309.0065265.0665044.01 =+=y , а 
56197567.0
3
625.0770309.0sin =−==α x , откуда °=α 19.34 . 
При данном значении угла α  S будет максимальной, но это еще не значит 
что при этом значении угла α будет максимальной дальность полета L снаряда. 
Расчет по формуле (44) дальности полета при k = 0,004, V0 = 800 м/с показывает, 
что Lmax имеет место при α = 38,8° и составляет 28862,5 м, в то время как при 
α = 34,19° она равна 28540,6 м. 
Заключение 
В результате проведенных теоретических исследований движения артилле-
рийского снаряда получен ряд аналитических зависимостей, характеризующих  
основные параметры движения снаряда в безвоздушном пространстве и с учетом 
сопротивления воздуха. Приведены формулы для определения дальности полета 
снаряда в зависимости от угла наклона ствола орудия к горизонту и определен 
оптимальный угол при стрельбе в горах без учета сопротивления воздуха, а также 
произведен расчет угла наклона, при котором  дальность полета снаряда с учетом 
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